
О
ценка остаточной про$
чности элементов кон$
струкций, работающих

в реальных эксплуатационных усло$
виях [1; 2], является приоритетной
инженерно$технической задачей.
Применительно к транспорту осо$
бый интерес представляет разработ$
ка численных методов анализа нап$
ряженно$деформированного состо$
яния (НДС) судовых корпусных
конструкций.

Наиболее перспективным методом,
позволяющим оценить НДС судовых
конструкций, является метод конечных
элементов (МКЭ) [3–6]. На сегодняш$
ний день существует большое количе$
ство коммерческих программных про$
дуктов, реализующих основные поло$
жения метода: ANSYS [8], NASTRAN [9],
COSMOS, FEMLab и т. д. Однако все эти
пакеты достаточно дороги и зачастую
представляют собой «черные ящики», в

которых исследователь не может что$
либо изменить исходя из нужд кон$
кретной задачи. Поэтому большую ак$
туальность приобретает разработка не$
зависимых методик анализа НДС судо$
вых корпусных конструкций, в част$
ности на основе МКЭ.

Подготовка исходных данных
для анализа НДС судовых

конструкций
Элементы судовых корпусных

конструкций имеют толщины много
меньшие, чем их габаритные размеры,
поэтому они могут быть представлены
в виде совокупности пластин и оболо$
чек различной толщины (рис. 1).

В соответствии с идеологией МКЭ
данные пластины могут быть разбиты
на конечное число малых расчетных
элементов, имеющих форму плоских
пространственных многоугольников.
Это эквивалентно замене непрерывной

расчетной модели тела дискретным «се$
точным» аналогом с конечным числом
параметров в вершинах (узлах) элемен$
тов. Данная замена позволяет свести ре$
шение задачи теории упругости плас$
тин и оболочек к решению системы ли$
нейных алгебраических уравнений
высокого порядка [4; 10]. Основное раз$
решающее уравнение МКЭ может быть
представлено в виде соотношения

[K] × {u} = F, (1)
где {u} — вектор$столбец искомых узловых

перемещений;

{F} — глобальный вектор$столбец узловых

сил, компоненты которого не равны нулю

лишь в ненагруженных узлах;

[K] — глобальная матрица жесткости элементов.

В соответствии с основным уравне$
нием метода (1) расчет НДС элементов
судовых корпусных конструкций сво$
дится к определению перемещений уз$
лов в рамках ранее созданных конеч$
но$элементных моделей. Для получе$
ния единственного решения матрица
жесткости дополняется граничными
условиями, обеспечивающими непо$
движность конечно$элементной моде$
ли в пространстве и предотвращающи$
ми вырождение матрицы жесткости
вследствие недостаточности связей.

Необходимым условием определе$
ния параметров НДС элементов судо$
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напряженно�деформированного состояния
судовых корпусных конструкций позволяет
рассчитать остаточную прочность элемен�
тов. Метод конечных элементов, основан�
ный на положениях строительной механи�

ки, благодаря открытой структуре сравнительно просто реализуется
на современных цифровых системах с большими объемами памяти
и отличается высоким быстродействием.
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Рис. 1. Геометрическая модель судна Рис. 2. Подготовка конечно�элементной модели: 
а — исходный элемент; б — конечно$элементная модель.

а) б)
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вых корпусных конструкций является
наличие исходных данных: геометрии
исследуемого конструктивного эле$
мента, механических характеристик
его конструкционного материала, дан$
ных об эксплуатационных нагрузках и
условиях закрепления отдельных точек
элемента.

Подготовка геометрической моде$
ли исследуемого элемента выполня$
ется в одной из современных систем
геометрического моделирования
(CAD$системы) [11] путем построе$
ния его пространственной копии,
состоящей из набора плоских (криво$
линейных) поверхностей, имитирую$
щих исследуемый конструктивный
элемент.

В соответствии с идеологией МКЭ
строится геометрическая модель, диск$
ретизируемая совокупностью плоских
треугольных элементов конечного раз$
мера (рис. 2). Дискретизация выполня$
ется в одном из сеточных генераторов,
входящих в современные пакеты проч$
ностного анализа (CAE$системы) [12].

Численный анализ НДС 
судовых конструкций

Для численного анализа ранее соз$
данной конечно$элементной модели
исследуемого конструктивного эле$
мента, входящего в набор корпуса, в со$
ответствии с основным разрешающим
уравнением МКЭ необходимо сформи$
ровать глобальную матрицу жесткости
Glb_Stiff_Matrix и глобальный вектор
узловых сил Glb_Load_Matrix. В общем
случае размер глобальной матрицы
жесткости, симметричной и положи$
тельно определенной, равно как и дли$
на глобального вектора узловых сил,
определяется типом применяемых рас$
четных элементов и их общим числом.

При этом в процессе формирования
вышеупомянутых матриц необходимо
принимать во внимание одну очень важ$
ную особенность НДС судовых корпус$
ных конструкций, заключающуюся в том,
что на каждый плоский треугольный эле$
мент действуют как мембранные, так и
изгибные усилия. В результате перемеще$
ния в локальной плоскости X’Y’ любого
элемента могут определяться компонен$
тами только плоского НДС и не зависеть
от перемещения вдоль локальной оси Z’,
равно как и от углов поворота относи$
тельно осей X’ и Y’, и наоборот.

Таким образом, матрицы упругих ко$
эффициентов, связывающих напряже$
ния и деформации в пределах каждого
элемента, рассчитывались последова$
тельно: для растяжения$сжатия (под
действием мембранных сил) —
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Рис. 3. Матрица дифференцирования Diff_Matrix_MF

Рис. 4. Матрица дифференцирования Diff_Matrix_BM
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Elst_Matrix_MF, а для изгиба (под
действием изгибающих моментов) —
Elst_Matrix_BM. При этом предполага$
лось, что механические характеристи$
ки материала исследуемой конструк$
ции изотропны, а его поведение под
нагрузкой описывается линейными за$
висимостями.

Для получения матриц дифференци$
рования Diff_Matrix_MF (рис. 3) и
Diff_Matrix_BM (рис. 4), связывающих
деформации отдельных элементов рас$
четной модели с перемещениями их уз$
лов (для случая растяжения$сжатия и
изгиба), создавалась матрица преобра$
зования координат Trans_Matrix, позво$
ляющая преобразовывать глобальные
координаты X, Y, Z узлов отдельных
расчетных элементов в локальные ко$
ординаты X’, Y’, Z’.

Непосредственный переход от гло$
бальных координат к локальным для
произвольного расчетного элемента
выполнялся посредством матрицы
Local_Coord_Matrix, а обратный пере$
ход — посредством матрицы
Global_Coord_Matrix.

В соответствии с вышесказанным
напряженное состояние, вызванное
растяжением$сжатием элемента, од$
нозначно определяется перемещения$
ми его срединной поверхности отно$
сительно локальных осей координат Х’
и Y’. Применение линейных полино$
мов для связи деформаций в отдельных
элементах с перемещениями в их узлах
автоматически гарантировало непре$
рывность перемещений между смеж$
ными элементами. Поэтому матрица
дифференцирования записывалась в
локальной системе координат
Diff_Matrix_MF.

Аналогичным образом напряженное
состояние, вызванное изгибом элемен$
та, полностью описывалось одной ве$
личиной — прогибом его срединной
поверхности. Здесь условие непрерыв$
ности налагалось не только на эту ве$
личину, но и на ее производные. Это
было необходимо для того, чтобы ко$
нечно$элементная модель оставалась
сплошной и не появлялись изломы, по$
этому обязательным условием для каж$
дой узловой точки явилось выполне$

ние требований равновесия и непре$
рывности. Для решения данной проб$
лемы в пределах каждого элемента бы$
ла введена треугольная система коор$
динат L1, L2, L3. Каждая координата
равнялась отношению расстояния, взя$
того от выбранной точки треугольного
элемента до одной из его сторон к вы$
соте, опущенной на эту сторону из
противоположной вершины. В резуль$
тате матрица дифференцирования
Diff_Matrix_BM также записывалась в
локальной системе координат.

Далее на основании матриц диффе$
ренцирования были созданы матрицы
жесткости Elm_Stiff_Matrix_MF и
Elm_Stiff_Matrix_BM (рис. 5) для отдель$
ных элементов конечно$элементной
модели (в локальных координатах).

В связи с тем, что в рассматривае$
мой задаче исследуется произволь$
ная пространственная конечно$эле$
ментная модель, в каждом узле кото$
рой соединяются некомпланарные
элементы, ранее был введен угол по$
ворота относительно локальной оси
Z’ и соответствующий ему фиктив$
ный момент относительно этой же
оси. Если в каком$то из узлов элемен$
ты, пересекающиеся в нем, окажутся
компланарны, то в локальных коор$
динатах при решении системы урав$
нений, возникнет равенство 0 = 0, ко$
торое приведет к ошибке программы.
Во избежание этого была введена
фиктивная локальная матрица жест$
кости Dummy_Stiff_Matrix.

Основное уравнение МКЭ пред$
ставляет собой систему линейных ал$
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Рис. 5. Матрицы жесткости Elm_Stiff_Matrix_MF и Elm_Stiff_Matrix_BM

Рис. 6. Результаты расчета состояния: а — напряженного; б — деформированного.

а) б)
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гебраических уравнений, где элемен$
ты глобальной матрицы жесткости
Glb_Stiff_Matrix умножаются на неиз$
вестные перемещения узлов конеч$
но$элементной модели и приравни$
ваются к глобальному вектору сил
Glb_Load_Matrix, действующих в этих
узлах.

Если какие$то возможные перемеще$
ния были изначально заданы (элемен$
ты вектора Point_F_Dispmnt, равные 1),
то соответствующие строки и столбцы
из глобальной матрицы жесткости и
глобального вектора узловых сил перед
решением системы уравнений исклю$
чались.

Для решения системы линейных ал$
гебраических уравнений может быть ис$
пользован итерационный численный
метод Левенберга — Маркардта. В ре$
зультате решения системы уравнений
получается матрица перемещений от$
дельных узлов конечно$элементной мо$
дели Glb_Point_Dispmnt_Res, куда позже
были добавлены ранее удаленные стро$
ки, содержащие заданные узловые пере$
мещения. Результаты расчета по предло$
женной методике представлены на рис. 6.

* * *
Изложенная методика позволяет

удовлетворительно прогнозировать
НДС судовых корпусных конструкций в
условиях статического нагружения в
предположении, что механические
свойства материала изменяются линей$
но, а деформации малы. Основным
преимуществом данной методики явля$
ется ее открытая структура, предпола$
гающая возможность дальнейшего раз$
вития.

Кроме того, данная методика может
быть легко реализована в современных
математических пакетах (MatLAB,
MathCAD, Maple, Mathematica) для ре$
шения разнообразных задач теории
пластин и оболочек.

Применение подобных систем по$
зволяет избавиться от рутинных про$
цедур, связанных с оптимизацией ис$
ходных данных для рациональной ну$
мерации узлов, с получением матриц
жесткости с ленточной структурой, с
выполнением разнообразных матрич$
ных преобразований и разработкой
методов быстрого решения многомер$
ных систем линейных алгебраических
уравнений.
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