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При исследовании переходных ре-
жимов движения поезда, как правило, 
его расчетную схему рассматривают 
в виде одномерной цепочки твердых 
тел, соединенных существенно нели-
нейными деформируемыми элемента-
ми. Построенная по этой схеме мате-
матическая модель позволяет с доста-
точной степенью точности определять 
продольные усилия, действующие 
в устройствах, соединяющих вагоны 
рассматриваемого поезда. Однако при 
этом невозможно оценить силы, дей-
ствующие в межвагонных соединениях 
в поперечном направлении, что осо-
бенно важно, если поезд движется по 
криволинейному участку пути, где на-
личие поперечной составляющей силы 
в ряде случаев может привести к ухуд-
шению условий безопасности движе-
ния состава. Для решения такой задачи 
может быть использована простран-
ственная модель колебаний поезда. При 
этом нет необходимости использовать 
пространственную модель колебаний 
всего состава. Для оценки безопасности 
движения отдельных вагонов доста-
точно иметь пространственную модель 
движения нескольких рядом стоящих 
экипажей, а для остальных вагонов ис-
пользовать упрощенные модели.

Рассматривается движение грузо-
вого поезда с переменной скоростью 
по инерционному, упруго-вязкому 
пути произвольного очертания. Поезд 
представляет собой цепочку твердых 

тел (вагонов), соединенных между 
собой автосцепными устройствами, 
характеристика работы которых явля-
ется нелинейной и имеет вид, пред-
ставленный на рис. 1. Здесь буквой 
с различными индексами обозначена 
жесткость межвагонных соединений, 
соответствующая различным кусоч-
но-линейным участкам при нагрузке 
и разгрузке.

На каждый вагон помимо сил в меж-
вагонных соединениях действуют 
внешние силы, которые в зависимости 
от их направления могут оказывать со-
противление движению или, наоборот, 
его ускорять. Колебания вагонов поезда 
моделируются двумя способами.

Для одной части вагонов использо-
вана математическая модель, описыва-
ющая движение экипажей в продоль-
но-вертикальной плоскости. В этом 
случае полагается, что кузов и тележки 
двигаются как одно твердое тело и ва-
гон упрощенно представляется в виде 
абсолютно твердого тела.

Расчетная схема поезда, состоя-
щего из таких вагонов, представлена 
одномерной цепочкой твердых тел, 
соединенных нелинейными деформи-
руемыми элементами [1]. На i-е тело 
действуют силы Si и Si+1, зависящие от 
характеристик межвагонных соедине-
ний, и внешние силы Fi, зависящие от 
режима движения поезда. Движение 
поезда описывается системой уравне-
ний вида 
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     (1)

где xi — продольное перемещение  i-го вагона; 

mi — масса i-го вагона; N — количество вагонов, 

расчетная схема которых представлена одной 

массой.

Для другой части вагонов исполь-
зована математическая модель, опи-
сывающая их пространственные ко-
лебания. При этом расчетная схема 
каждого вагона представлена в виде 
разветвленной пространственной си-
стемы из одиннадцати твердых тел 
(кузов, две надрессорные балки, четы-
ре боковины и четыре колесные пары), 
соединенных линейными и нелиней-
ными связями с различной реологией 
[2,	3]. Движение этих вагонов модели-
руется с учетом действия внешних воз-
мущений. Путь моделируется приве-
денной к каждому колесу массой, опи-
рающейся в вертикальном и горизон-
тальном поперечном направлениях на 
пружины и демпферы вязкого трения, 
моделирующие упруго-диссипатив-
ные свойства рельсов и подрельсового 
основания. Учитывая конструктивные 
особенности рассматриваемого грузо-
вого вагона, ограничения, наложенные 
на перемещения отдельных твердых 
тел, и принятую модель пути, систе-
ма дифференциальных уравнений, 
описывающих движение отдельного 
экипажа, имеет 58 степеней свободы. 
Чтобы иметь возможность исследовать 
динамику поезда при переходных (не-
установившихся) режимах движения, 
необходимо для каждого полувагона 
помимо координат, описывающих его 
конфигурацию, ввести координату, со-
ответствующую абсолютному переме-
щению вагона в продольном направ-
лении.

Дифференциальные уравнения про-
странственных колебаний каждого ва-
гона при движении по пути произволь-
ного очертания составлены в форме 
уравнений Лагранжа второго рода:

,  (2)
           

где ,  — обобщенные координаты и их скоро-

сти; Т — кинетическая энергия; П — потенциаль-

ная энергия; Ф — функция рассеяния;  — обоб-

щенные силы, не имеющие потенциала;  — 

приложенные внешние силы.

Кинетическая энергия Т системы 
определена как сумма кинетической 
энергии твердых тел, входящих в си-
стему. Для каждого из тел кинетиче-
ская энергия определялась по теореме 
Кенига.

Потенциальная энергия П систе-
мы определяется как сумма энергии, 
накапливаемой в упругих элементах 
системы при их деформациях, и изме-
нений энергии вследствие подъема или 
опускания центров масс тел, входящих 
в систему.

Построенная расчетная схема учи-
тывает действие сил вязкого и сухого 
трения, имеющих место в системе.

Обобщенные силы  представляют 
собой сумму сил, возникающих в ре-
зультате взаимодействия колес с рель-
сами (силы крипа), и сил, действующих 
в межвагонных соединениях поезда при 
его движении.

Внешними силами , действующи-
ми на поезд, являются сила тяги, разви-
ваемая локомотивом, тормозная сила, 
возникающая при включении тормозов, 
и силы сопротивления движению на 
криволинейном участке.

Таким образом, уравнения, опи-
сывающие движение таких вагонов, 
представляют собой систему 59*К нели-
нейных дифференциальных уравнений 
второго порядка каждое, где К — коли-
чество вагонов, представленных развет-
вленной системой.

В общем случае математическая мо-
дель движения рассматриваемого гру-
зового поезда представляет собой си-
стему нелинейных дифференциальных 
уравнений (59*К+N) второго порядка 
каждое.

На основании построенной мате-
матической модели был разработан 
алгоритм и составлена компьютерная 
программа, позволяющая имитировать 
движение грузового поезда по пути 
произвольного очертания. Рассматри-
ваемый грузовой поезд формируется 
в соответствии с заданными исходны-
ми данными и может состоять из ваго-
нов, неоднородных как по типу, так и по 
нагрузке на ось. Количество вагонов, 
представленных разветвленной и упро-
щенной расчетными схемами, может 
быть любым в пределах общего числа 
вагонов состава. При этом одинаковые 
по схемам моделирования вагоны груп-
пами могут быть расположены в любой 
части состава. Поезд может двигаться 
как с постоянной скоростью, так и в ре-
жимах увеличения или уменьшения 
скорости движения вплоть до полной 
остановки. Движение поезда модели-
руется с учетом действия внешних воз-
мущений, связанных с геометрическим 
несовершенством рельсовой колеи 
(просадки, стыки, неравномерный из-
нос). Возмущения, имеющие случайный 
характер, подаются под колеса вагона 
с транспортным запаздыванием, кото-
рое зависит от расстояния между колес-
ными парами и скорости движения по-
езда. Расчетная оценка динамических 
показателей вагонов поезда проводится 
путем решения нелинейных дифферен-
циальных уравнений, представляющих 
динамическую модель его колебаний. 
В результате расчетов можно получить 
практически любой набор необходимых 
для анализа динамических характери-
стик отдельных вагонов.

В работе принята нелинейная мо-
дель сил крипа, и зависимости состав-
ляющих сил взаимодействия колес 
и рельсов от их относительных пере-
мещений в зоне контакта аппроксими-
рованы в предположении, что профили 
поверхности катания колеса и рельса 
являются криволинейными [2,	4,	5].

Рис. 1. Характеристика работы автосцепки
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Продольные силы, действующие 
между соседними вагонами, зависят от 
взаимного смещения концов соответ-
ствующих автосцепок и определяются 
по выражениям, приведенным в рабо-
те [1]. Поперечные силы, возникающие 
в сцепках вагонов, зависят от конфигу-
рации экипажа и определяются по ме-
тодике, описанной в работе [6].

В настоящей статье приведены ре-
зультаты исследований по оценке ди-
намической нагруженности грузового 
поезда, составленного из 64 вагонов. 
При этом движение пяти вагонов по-
езда моделируется пространственной 
системой. Поезд оборудован поглоща-
ющими аппаратами Ш-2-В: жесткость 
межвагонного соединения при на-
грузке составляет 982 т/м, суммарный 
ход поглощающих аппаратов 0,2037 м, 
сила закрытия поглощающего аппара-
та 200 т, коэффициент вязкости 30 тс/м, 
коэффициент поглощения энергии 
0,95 [7]. Поезд движется по прямоли-
нейному участку пути, входной пере-
ходной кривой и круговой кривой. При 
движении поезда по круговой кривой 
начинается экстренное торможение. 
Тормозные силы, действующие на эки-
пажи поезда, вычисляются с исполь-
зованием зависимости, приведенной 
в работе [8]:

  (3)

где c1,  c4,  c5— постоянные коэффициенты; Kmax — 

максимальная сила нажатия колодок экипажа; 

tbi— время распространения тормозной волны 

до i-го вагона; υ — скорость движения поезда 

(м/с); tг, tx— времена наполнения тормозных ци-

линдров головного и хвостового вагонов; n — 

число экипажей в составе.

При определении тормозной силы 
в формуле (3) принимаются для ком-
позиционных колодок следующие 
значения параметров: c1 = 0,18; c4 = 
41,7; c5= 20,85. Время наполнения тор-
мозных цилиндров головного вагона 
равно 15 с, хвостового — 23 с. Скорость 
бега тормозной волны при экстренном 
торможении составляет 220 м/с. Сила 
нажатия на ось четырехосного вагона 
в груженом состоянии задавалась 4,25 
т, в порожнем — 1,75 т [9]. Силы тормо-
жения прикладываются к колесным па-
рам вагона с учетом транспортного за-
паздывания, которое зависит от скоро-
сти распространения тормозной волны 
и геометрических размеров вагона.

Рассмотрены следующие варианты 
формирования поезда:

1) вслед за локомотивом расположе-
ны 7 порожних вагонов, затем 57 груже-
ных вагонов;

2) в хвосте груженого поезда из 64 
вагонов расположены 7 порожних ваго-
нов;

3) 5 порожних вагонов (№ 30–34) 
расположены в средней части гружено-
го поезда;

4) все 64 вагона поезда порожние;
5) все 64 вагона поезда груженые.
Оценка динамических характери-

стик проводилась по среднему (третье-
му) вагону пятивагонного сцепа, вагоны 
которого представлены разветвленны-
ми пространственными схемами. При 
этом кроме обычно рассматриваемых 
нормируемых показателей динамиче-
ских качеств вагонов [10] (вертикаль-
ные и горизонтальные ускорения ку-
зова в зоне пятников; коэффициенты 
вертикальной динамики; рамные силы 
в долях статической осевой нагрузки; 
коэффициенты устойчивости от схода 
колесной пары с рельсов по условию 
вкатывания) исследуются продольные 
и поперечные силы, действующие в ав-
тосцепных устройствах вагонов.

На рис. 2  и 3 приведены значения 
горизонтальных ускорений пятников 
и коэффициентов устойчивости от схо-
да колесной пары с рельсов в зависимо-
сти от радиуса круговой кривой для слу-
чая, когда рассматриваемые поезда (ва-
рианты 1–5) движутся по описанному 
выше пути со скоростью 40 км/ч и начи-
нают торможение до полной остановки 
в тот момент, когда состав находится на 
круговой кривой.

Как видно из полученных результа-
тов, для неоднородного состава оба по-
казателя имеют худшие значения в слу-
чае, когда порожние вагоны находятся 
в средней части груженого состава.

Представляет интерес оценка вли-
яния начальной скорости торможения 
поезда на рассматриваемые динами-
ческие параметры. Исследования пока-
зали, что существеннее всего от изме-
нения скорости зависят вертикальные 
ускорения кузова в зоне пятников. При 
этом радиус круговой кривой практи-
чески не оказывает влияния на значе-
ния ускорений. При этом горизонталь-
ные ускорения кузова в зоне пятников 
и рамные силы в долях нагрузки на ось 
несущественно увеличиваются с ро-
стом начальной скорости торможения. 

Рис. 2. Максимальные значения горизонтальных ускорений кузова 
при торможении состава на круговой кривой

Рис. 3. Минимальные значения коэффициентов устойчивости  
от схода при торможении состава на круговой кривой
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С увеличением начальной скорости 
торможения снижается коэффициент 
устойчивости от схода колесной пары 
с рельсов по условию вкатывания. Для 
примера на рис. 4 и 5 приведены графи-
ки изменения описанных параметров 
в зависимости от начальной скорости 
торможения для поезда по варианту 2 
(порожние вагоны находятся в хвосте 
поезда).

Величины максимальных продоль-
ных сил в автосцепных устройствах 
с ростом начальной скорости тормо-
жения увеличиваются при увеличении 
начальной скорости торможения. На-
чальные скорости торможения выше 
60 км/ч не рассматривались, так как 
движение поездов с такими скоростями 
по кривым малых радиусов не разреше-
но. В качестве иллюстрации сказанного 
на рис. 6 приведены графики изменения 
максимальной продольной силы, воз-
никающей в автосцепных устройствах 
рассматриваемого поезда (с порожни-
ми вагонами, расположенными в хво-
стовой части состава), в зависимости от 
начальной скорости торможения.

Во всех описанных выше ситуаци-
ях поперечные силы в автосцепных 
устройствах отсутствуют, а величины 
коэффициента устойчивости вагона от 
схода по условию вкатывания находят-
ся в основном в пределах нормативных 
показателей, т. е. опасности схода ваго-
нов поезда или выжимания порожних 
вагонов в рассмотренных случаях тор-
можения состава на криволинейных 
участках пути нет. Ситуация меняется 
для случаев, когда автосцепное устрой-
ство установлено так, что заданный 
Нормами [10] угол свободного поворота 
автосцепки не выдерживается и имеет 
значения меньше нормированной ве-
личины, равной 0,21 рад. Исследования 
показали, что влияние величины сво-
бодного угла поворота автосцепки на 
динамические характеристики вагона 
при его торможении на криволинейных 
участках пути является существенным. 
Уменьшение угла свободного поворо-
та приводит к появлению поперечной 
составляющей силы в автосцепном 
устройстве, что в свою очередь приво-
дит к росту горизонтальных ускорений 
кузова вагона, уменьшению коэффици-
ента устойчивости от схода по вкатыва-
нию. Отметим, что самым рискованным 
с точки зрения безопасности движения 
поезда является случай, когда несколько 
порожних вагонов находятся в средней 
части груженого состава. Проведенные 

расчеты показали, что при такой схеме 
формирования поезда появление по-
перечной составляющей силы в автос-
цепном устройстве практически сразу 
приводит к сходу одного из порожних 
вагонов с рельсов.

Полученные результаты для различ-
ных вариантов формирования поезда 
иллюстрируются графиками на рис. 7, 8. 
На рис. 7 приведены значения попереч-
ных сил в автосцепке для различных 
значений свободного угла ее поворо-
та при движении поезда по круговой 
кривой радиусом 300 м при начальной 

скорости торможения 40 км/ч. Анало-
гичные зависимости для движения по-
езда по круговой кривой радиуса 150 м 
представлены на рис. 8.

Более подробные данные о влиянии 
величины угла свободного поворота ав-
тосцепного устройства на возникающие 
в нем поперечные силы приведены на 
рис. 9 для случая, когда порожние ваго-
ны стоят в начале состава, и на рис. 10 
для случая постановки порожних ва-
гонов в хвосте поезда. Из полученных 
данных видно, что поперечные состав-
ляющие сил в автосцепном устройстве 

Рис. 4. Максимальные значения вертикальных ускорений кузова при 
торможении состава на круговой кривой с разной начальной скоростью

Рис. 6. Максимальные продольные силы, возникающие в автосцепных 
устройствах рассматриваемого поезда при торможении состава  
на круговой кривой с разной начальной скоростью

Рис. 5. Минимальные значения коэффициентов устойчивости от схода при 
торможении состава на круговой кривой с разной начальной скоростью
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существенно зависят от величины сво-
бодного угла поворота автосцепки. При 
этом большие силы имеют место в слу-
чае установки порожних вагонов в хво-
стовой части состава.

Для случая, когда порожние вагоны 
стоят в хвосте состава, на рис. 11 при-
ведены зависимости коэффициентов 
устойчивости вагона от схода по вка-
тыванию от величины угла свободно-
го поворота автосцепного устройства 
и радиуса кривой, при движении по ко-
торой происходит торможение поезда. 
Из полученных результатов видно, что 
уменьшение свободного угла поворота 
автосцепки приводит к снижению ко-
эффициента устойчивости от схода до 
недопустимых величин, что может при-
вести к сходу вагонов поезда с рельсов. 
Особенно сильно рассматриваемые ко-
эффициенты снижаются при торможе-
нии в кривых малых радиусов.

Анализ результатов, полученных по 
итогам большого количества расчетов, 
показал, что величины углов свободно-
го поворота автосцепки, при которых 

появляются поперечные составляющие 
сил в автосцепных устройствах, в ос-
новном зависят от радиуса круговой 
кривой, по которой движется поезд. 
Обобщенные данные о величинах ми-
нимальных углов, для которых попереч-
ные составляющие сил в автосцепном 
устройстве не возникают, приведены 
в виде диаграммы на рис. 12.

Для иллюстрации процессов, про-
исходящих в вагонах поезда при тор-
можении на криволинейных участках 
пути, на рис. 13  и 14 приведены осцил-
лограммы изменения коэффициентов 
запаса устойчивости от схода вагона 
по вкатыванию для варианта установ-
ки порожних вагонов в хвосте поезда 
при начальной скорости торможения 
40 км/ч на круговой кривой радиусом 
150 м в случае, когда угол свободного 
поворота автосцепного устройства ра-
вен нулю (рис. 13) и 0,21 рад (рис. 14). 
Соответствующая условиям рис. 13 ос-
циллограмма изменения поперечной 
составляющей силы в автосцепке пока-
зана на рис. 15.

Таким образом, проведенные иссле-
дования показали, что при торможении 
состава на криволинейных участках пути 
имеют место явления, которые невоз-
можно исследовать с помощью модели 
поезда, расчетная схема которого пред-
ставлена в виде одномерной цепочки 
твердых тел, соединенных существенно 
нелинейными деформируемыми элемен-
тами. Для такого случая может быть ис-
пользована предложенная в статье про-
странственная модель колебаний поезда, 
в которой количество вагонов, представ-
ленных разветвленной и упрощенной 
расчетными схемами, может быть любым 
в пределах общего числа вагонов состава.

С использованием разработанного 
алгоритма и составленной вычисли-
тельной программы исследована дина-
мика грузового поезда при движении 
по криволинейным участкам пути в ре-
жиме торможения, оценено влияние ве-
личин углов свободного поворота авто-
сцепных устройств, радиусов круговых 
кривых, наличия и положения в составе 
порожних вагонов на безопасность дви-

Рис. 7. Максимальные поперечные силы, возникающие 
в автосцепных устройствах поезда при торможении состава на 
круговой кривой радиусом 300 м, в зависимости от величины угла 
его свободного поворота

Рис. 8. Максимальные поперечные силы, возникающие в автосцепных 
устройствах поезда при торможении состава на круговой кривой 
радиусом 150 м, в зависимости от величины угла его свободного 
поворота

Рис. 9. Максимальные поперечные силы, возникающие 
в автосцепных устройствах поезда, в котором порожние вагоны 
стоят в голове состава, при движении по круговым кривым разных 
радиусов в зависимости от величины угла свободного поворота 
автосцепки

Рис. 10. Максимальные поперечные силы, возникающие 
в автосцепных устройствах поезда, в котором порожние вагоны стоят 
в хвосте состава, при движении по круговым кривым разных радиусов 
в зависимости от величины угла свободного поворота автосцепки
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жения вагонов поезда. Показано, что 
соблюдение норм при установке авто-
сцепного устройства, обеспечивающее 
нормированное значение свободного 
угла его поворота, играет важную роль 
в обеспечении безопасности движения 
поезда в режиме торможения. 

Литература
1. Блохин Е. П.,  Манашкин Л. А. Динамика 

поезда  (нестационарные  продольные 
колебания). М.: Транспорт, 1982. 222 с.

2.  Автоколебания  и устойчивость  движе-
ния рельсовых экипажей / Ю. В. Демин, 
Л. А. Длугач, М. Л. Коротенко, О. М. Мар-
кова. Киев: Наук. думка, 1984. 160 с.

3. Радченко Н. А. Криволинейное  движе-
ние  рельсовых  транспортных  средств. 
Киев: Наук. думка, 1988. 212 с.

4.  Математическое  моделирование  коле-
баний рельсовых транспортных средств 
/  В. Ф. Ушкалов,  Л. М. Резников,  В. С. Ик-
кол и др. Киев: Наук. думка, 1989. 240 с.

5. Kalker J. J. Three-dimensional elastic 
bodies  in  rolling  contact.  Dordrecht: 
Boston:  London:  Kluwer  Acad.  Publ., 
1990. 314 p.

6.  Garg V.,  Dukkipati R. Dynamics  of 
Railway Vehicle Systems. Toronto: Acad. 
press, 1984. 407 p.

7.  Коломийченко В. В.,  Голованов В. Г. Ав-
тосцепка  подвижного  состава.  М.: 
Транспорт, 1973. 191 с.

8.  Гребенюк П. Т. Динамика  торможения 
тяжеловесных  поездов.  М.:  Транспорт, 
1977. 152 с.

9.  Астахов П. Н.,  Гребенюк П. Т.,  Скворцо-
ва А. И. Справочник по тяговым расче-
там. М.: Транспорт, 1973. 256 с.

10.  Нормы расчета и проектирования ваго-
нов железных дорог МПС колеи 1520 мм 
(несамоходных)  изменения  и дополне-
ния. М.: ГосНИИВ–ВНИИЖТ, 1996. 354 с.

Рис. 11. Минимальные коэффициенты устойчивости от схода 
вагонов поезда, в котором порожние вагоны стоят в хвосте 
состава, при движении по круговым кривым разных радиусов 
в зависимости от величины угла свободного поворота автосцепки

Рис. 12. Минимальные величины угла свободного поворота 
автосцепки, для которых не возникают поперечные составляющие 
сил в автосцепном устройстве, в зависимости от радиуса круговой 
кривой

Рис. 13. Осциллограмма изменения в процессе торможения коэффициентов 
запаса от схода вагона по вкатыванию для варианта установки порожних 
вагонов в хвосте поезда при начальной скорости торможения 40 км/ч на 
круговой кривой радиусом 150 м в случае, когда угол свободного поворота 
автосцепного устройства равен нулю

Рис. 14. Осциллограмма изменения в процессе торможения коэффициентов 
запаса от схода вагона по вкатыванию для варианта установки порожних 
вагонов в хвосте поезда при начальной скорости торможения 40 км/ч на 
круговой кривой радиусом 150 м в случае, когда угол свободного поворота 
автосцепного устройства равен 0,21 рад

Рис. 15. Осциллограмма изменения в процессе торможения поперечной 
составляющей силы в автосцепке для варианта установки порожних 
вагонов в хвосте поезда при начальной скорости торможения 40 км/ч на 
круговой кривой радиусом 150 м в случае, когда угол свободного поворота 
автосцепного устройства равен нулю
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